Matematyka jest krélowa nauk. Inne nauki, takie jak fizyka czy
astronomia, opierajg sie na obserwacjach i doswiadczeniach zeby
osiagnaé akceptowalny poziom pewnosci, tymczasem matematycy sg w
stanie osiggna¢ absolutng pewnos¢ dowodzac swoich twierdzer. Pewnos¢
matematyczna jest najwyzszym stopniem pewnosci, jaki ludzkosé
kiedykolwiek osiggneta. Twierdzenie Pitagorasa ma juz okoto 2500 lat i
nigdy nie byto podwazane.

Dowody matematyczne to rozumowania sktadajace sie z matych krokéw,
ktére kazdy moze sprawdzi¢. Sa one publikowane w artykutach naukowych
lub ksiazkach, ktore kazdy moze przeczytac i sprawdzi¢ ich

poprawno$¢. Zupetnie inaczej jest w naukach doswiadczalnych, gdzie
powtdrzenie eksperymentu zwykle wymaga uzycia drogiego sprzetu
nieosiagalnego dla zwyktych ludzi.

Niestety w ostatnich latach sytuacja zaczefa sie zmieniaé, poniewaz
matematyka bardzo sie skomplikowata. Dowody twierdzen staty sie tak

duze i skomplikowane, ze pojedyncza osoba nie jest w stanie sprawdzi¢

ich w catosci. Niektore dowody opierajg sie na innych dowodach

napisanych przez kogos$ innego. R6zne czesci dowodu moga opierac sie na
roznych dziedzinach matematyki. Czesto matematycy biorg wyniki z

ksigzek jako punkty startowe do swojej wiasnej pracy. We wszystkich tych
przypadkach mamy do czynienia z dowodami tak skomplikowanymi, ze jedna
osoba nie moze zapanowac nad ich catoscia.

Rozwigzanie tego problemu moze da¢ informatyka. Dowody matematyczne
mozna pisaé w jezyku zrozumiatym dla komputeréw i przy pomocy
komputeréw sprawdza€. Istniejg juz jezyki, w ktdrych mozna to

zrobié. Powstaty one po wielkim kryzysie w podstawach matematyki na
poczatku XX wieku. Kryzys ten byt spowodowany faktem, ze matematycy
zaczeli rozwazaé coraz wieksze i bardziej abstrakcyjne struktury,

takie jak nieskoriczone zbiory, nieskoiczone zbiory nieskoriczonych
zbioréw, zhior wszystkich nieskoriczonych zbioréw itp. Niektére z tych
struktur staty sie tak abstrakcyjne, ze wielu matematykéw nie wierzyto

w ich istnienie, a kiedy cos$ nie istnieje, zatozenie istnienia tego

czegos jest fatszem. Poniewaz w matematyce z fatszu wynika wszystko,
argumentowano, ze by¢ moze cala ta abstrakcyjna matematyka zostata
wyprowadzona z falszu i jest rozwazaniem o niczym.

Kryzys z poczatku XX wieku zostat zazegnany przez wprowadzenie
aksjomatycznej teorii mnogosci w latach 1930-1940. Definicje duzych
obiektow zostaty spisane w jezyku teorii mnogosci i matematycy mogli
wreszcie zajac sie tym co lubig najbardziej, czyli dowodzeniem
twierdzen o tych obiektach. To oznacza, ze od ponad 70 lat znane sg
jezyki i systemy logiczne, w ktorych dowody matematyczne moga byé
formalnie sprawdzone. Co wiec powstrzymuje nas od uzywania tych
jezykéw?

Problem polega na tym, ze matematycy, nawet gdy bardzo precyzyjnie
wyrazajg swe mysli, nie sa wystarczajaco precyzyjni dla komputera.
Czesto uzywajg oni argumentéw typu "od razu widaé, ze..." albo
"przepisujac réwnanie do postaci X otrzymujemy...". Ekspert czytajacy
taki dowod rzeczywiscie od razu zauwazy zadang wiasnos¢ i (po wiozeniu
pewnego wysitku) bedzie w stanie przepisa¢ dane réwnanie do wasciwej
postaci. Komputer zwykle sobie z tym nie poradzi. To oznacza, ze
matematyk chcacy, aby jego dowod zostat automatycznie sprawdzony przez
komputer musi do kazdego kroku dowodu zrozumiatego dla cztowieka
dopisa¢ kilkadziesigt innych krokow zrozumiatych dla komputera - a

to wymaga zbyt duzo pracy.

Obecna sytuacja jest wiec nastepujaca: z zasady wiemy jak pisa¢ dowody
matematyczne w jezyku logiki tak, aby mogty one by¢ sprawdzone przez
komputery. Wymaga to jednak zbyt wiele wysitku i matematycy nie moga
poswiecié na to wystarczajaco duzo czasu. Pojedyncze duze twierdzenia
takie jak klasyfikacja grup skoficzonych czy hipoteza Keplera zostaty
udowodnione w ten sposéb, ale kosztowato to wiele lat pracy wielu
uczonych.



Niniejszy projekt zamierza wnies¢ wkiad w rozwoj jezykow i technik
utatwiajgcych sprawdzanie dowoddw matematycznych. Najwazniejszym
zadaniem projektu jest rozwoj systemu komputerowego zdolnego do
przeprowadzania pewnych rozumowari. Chcemy, zeby w sytuacji kiedy
matematyk napisze "od razu wida¢, ze..." komputer mdgt po wykonaniu
pewnych obliczen rzeczywiscie zauwazy¢ zadang wiasnosc.

Innym aspektem, ktéry zamierzamy zbadac jest automatyczne wykrywanie
niezdefiniowanych wartosci. Wszyscy nauczyliSmy sie w szkole, ze nie
wolno dzieli¢ przez zero. Latwo jest rozpoznac liczbe zero, ale co

zrobi¢ w przypadku gdy dzielimy przez skomplikowane wyrazenie, np x do
kwadratu minus 10x plus 26? Czy dla pewnych x to wyrazenie moze by¢
zerem? Chcemy rozwing¢ jezyk komputerowy, w ktérym warunki takie jak
"nie wolno dzieli¢ przez zero" mogg by¢ sformutowane i sprawdzone w
sposdb automatyczny. Chcemy, zeby matematycy mogli skoncentrowac sie
na swoich obliczeniach i tylko zobaczy¢ ostrzezenia generowane przez
komputer gdy przypadkowo prébuja dzieli¢ przez zero - to ma im
0szczedzic¢ czas. Dzielenie przez zero jest tu najprostszym przyktadem;
istnieje wiele innych, bardziej skomplikowanych i trudniejszych do
sprawdzenia warunkéw, ktdre chcemy wykrywaé automatycznie.

Druga czes$¢ projektu polega na catkowitym sprawdzeniu pewnych dowodéw
matematycznych. Wybralismy zastosowania matematyki w fizyce,
dokitadniej prawa ruchu bryty sztywnej. Mechanika bryty sztywnej w
szkole $redniej zajmuje sie tylko punktami masy - jest to spore
uproszczenie, bo punkt masy nie rotuje i nie ma orientacji. W
rzeczywistosci obiekty fizyczne majg orientacje: samochdd nie moze
poruszac sie w dowolnym kierunku, tylko do przodu i do tytu; zeby
odrézni¢ przod od tytu trzeba ustali¢ orientacje samochodu.

Wybrali$my prawa mechaniki bryty sztywnej z kilku powodéw. Po
pierwsze, jest to wazna teoria uzywana w wielu zastosowaniach.

Po drugie, w dziedzinie fizyki bardzo niewiele dowoddw zostato
sprawdzonych przez komputery. Po trzecie, podejrzewamy, ze w
niektorych podrecznikach dla inzynierdw ta teoria jest uzywana w

sposdb niewtasciwy. Bledy, ktdre spodziewamy sie znalez¢, nie sg
rachunkowe - polegajg one raczej na niesprawdzeniu warunkéw, w ktérych
odpowiednie réwnania ruchu moga by¢ zastosowane. Te warunki sg do$¢
podobne do wspomnianego wyzej dzielenia przez zero, tylko bardziej
skomplikowane. Dok}adniej, s one zwigzane z uktadami wspétrzednych, w
ktérych wyraza sie rownania ruchu. Inzynierowie uzywajg wielu réznych
uktaddw wspotrzednych i czasami je myla. Dodajac uktady wspétrzednych
do specyfikacji warunkéw, i weryfikujac je w naszym systemie,
zamierzamy wyeliminowac tego typu bledy.



